Algéebre linéaire avancée I automne 2025 Dr. Aline Zanardini

04 novembre 2025
Corrigé 7

Exercice 1. Echelonner les matrices suivantes pour obtenir une matrice ligne équivalente et sous une
forme échelonnée réduite, et noter les opérations élémentaires effectuées a chaque étape de calcul :

0 1 -2 2
2 1 4 -3
(a) A= 4 —1 6 -4 EM4X4(R),
2 2 6 5
2 20 1
312 -1 1
By B=11 01 ¢ 2 |€Ms(®)
230 1 -2
1 1 0 -3 4 1
3 2 0 -3 2 -3
@C=14 3 2 2 o 5 |M®

2 -1 -1 4 -1 0

Solution 1. On présente & chaque fois une suite d’opérations élémentaires possible pour arriver a
la matrice échelonnée réduite, mais cette suite d’opérations n’est pas unique. Cependant, la matrice
échelonnée réduite est unique.

On effectue souvent des échanges de lignes pour simplifier, lorsque c’est possible : cela nous permet
d’avoir un 1 comme pivot sans faire apparaitre trop de fractions.

(a) Pour la matrice A, on effectue les opérations suivantes :

0 1 -2 2 2 -1 4 =3 2 -1 4 -3
2 =1 4 =3 1oL 0 1 -2 2 L3——2L1+Ls 0 1 -2 2
4 -1 6 —4| T4 -1 6 -4 — 0 1 -2 2
-2 2 -6 5 -2 2 -6 5 -2 2 -6 5
2 -1 4 -3 2 -1 4 -3 2 0 2 -1
Lya—Li+Ly 0 1 —2 2 L3——Lo+Ls 0 1 —2 2 Li—Lo+1L1 0 1 -2 2
=0 1 2 2 |ioranlo 0 0 o0 — loo o o
o 1 -2 2 0 0 0 0 0 0 O 0
10 1 —3
LlﬁlLl 0 1 —2 2
— 00 0 0
0 0 O 0
(b) Pour la matrice B, on obtient :
2 2 0 1 3 1 01 -6 2 1 0 1 -6 2
31 2 -1 1 Lﬁ[}@ 31 2 -1 1 Lg—)fiL)1+L2 01 -1 17 =5
1 01 -6 2 2 2 0 1 3 | Ls—»—2L,+L5 |0 2 -2 13 -1
230 1 =2 2 30 1 —2) Lamw2litla \0 3 -2 13 -6
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(¢) Pour la matrice C, on obtient :

— O

—16

1 3

5 —12
-2 14
-1

-1

1
0
0

LQA)SLJI +Lo
Ls——4L1+Ls
Li——2L1+L4

10

-3

0

-1

-1

3 4
-14 16 -1
—-12 0
-2

0
2
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-3 -1 10
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16
—66

11 0 -3
2 -1
58
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1100 -2 1 1000 0 3
In—3L4+L; O 1 0 0 -2 2 | Li—»-ILo+; (O 1 0 0 =2 2
— 0010—5% — 0010—5%&’

0001 -2 2 0001 -2 2

Exercice 2. Soient V et W deux K-espaces vectoriels de dimension finie et ¢ € L(V, W). Soient By,
By des bases ordonnées de V' et W, respectivement. Montrer que ¢ est bijective si et seulement si
(6] B, By, €st une matrice inversible.

Solution 2. Supposons d’abord que ¢ est bijective. Par un corollaire du théoreme du rang, on a
que dimV = dim W ; notons cette dimension par n. Donc [¢]p, B, € My (K). De plus, il existe une
application inverse 1 : W — V, c’est-a-dire une application linéaire ) : W — V telle que ¢ o) = id
et Ypogp=idy.

Donc I, = [idw|By By = [¢°¥]Byw.Bw = [01By,Bw [¥]Bw By €t pareil dans l'autre sens, ce qui montre
que [@]B, By, est inversible (avec inverse [¢]g,, By )-

Maintenant, on suppose que [¢] g, B, est inversible; en particulier, ¢’est une matrice carrée et donc
dimV =dim W.
On pose B = ([¢|p, By ) L. Soit © : LW, V) — M,(K) Papplication linéaire bijective associée aux
choix de bases By, By ; c’est-a-dire que O(a) = [a]B,, B, , pour a € L(W, V). Par la surjectivité de
©, il existe une application linéaire ¢ : W — V avec ©(¢) = B, c’est-a-dire que [¢]|p,, B, = B.
On a donc [¢]y,,By [¢]By By = In €t [9]By, By [¥]By By = In. Par conséquent [¢ o Y], B, = In et
[Yo¢]B, B, = In Parla correspondance bijective entre L(V, V') et M, (K) et entre LW, W) et M, (K),
on déduit que ¢p o) =idy et 1 o » = idy ce qui montre que ¢ est bijective.

Exercice 3. Soit A € M,,,xn(K). Pour 1 <r <m et A € K*, posons D,(\) € GL(m, K) la matrice
dont le coefficient D,.());; satisfait

1, sii=j#r
Dr(N)ij =14 0, sii#j
A, sii=g=r
Démontrer que D,.(\) est la matrice élémentaire associée a 'opération élémentaire A, — X - A,.

Solution 3. Soit E;; la matrice de M, (K), définie par (Ejj)pe = 1sik =iet £ = j, et (Ejj)pe =0
sinon. On a alors D, (A) = >.0" | Ess+(A—1)Epy, Aot (D (M) A)ij = (3001 EssA)ij+((A—1)Ep A)ij =
Yo Y (Bss)ikArj + (A —1) >0 (Err )ik Agj. Comme (Esq)ix # 0 seulement si k = s, la premiere
double somme devient Y " | (Ess)isAsj. De méme, comme (E,..);; # 0 seulement si k = r, la deuxieme
somme est égale a (A — 1) A,;. On a

Aij Sii%?“

D.(ANA);; = '
(Dr(A) )J {Arj+()\_1)ATj:)\ATj sit=r

Exercice 4. Résoudre le systeme suivant. Trouver une base de I’espace des solutions.

2 + 4y + 3z + 11t — 10u = 0
- — 2y + 22 + 5 + 6u = 0
4z + 12t — 2u = 0

3r + 6y — 2z — 3 4+ bdHu = 0



2 4 3 11 -10
. . R -1 -2 2 5 6
Solution 4. On écrit le systéeme sous la forme AX = 0 avec A = 0o 0 4 12 -2 | On
3 6 -2 -3 5
va faire une suite d’opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A pour obtenir une matrice
échelonnée réduite.

2 4 3 11 -10 0 0 7 21 2 1 -2 2 5
-1 -2 2 5 6 L4—3Lo+Ly -1 -2 2 5 6 L1 Lo 0 0 7 21
A:
0 0 4 12 -2 |ienen| 0 0 4 12 -2 Lolra | 00 2 6
3 6 -2 -3 5 0 0 4 12 23 0 0 4 12
1 2 -2 -5 —6 12 -2 -5 —6
L1——1L1 O 0 1 3 5 Ls——2Lo+L3 0 O 1 3 5
Losateila | 000 2 6 -1 | tusateszs | 0 0 0 0 —11
00 4 12 23 00 0 0 3
1201 4 12010
Lis—trs [ 000 1 3 5 | mysarszs [ 0 0 1 3 0
41 1 1 3
Lisataiis | 00 0 0 1 | Losatasza | 0 0 0 0 1
0000 3)La>3atla \ o0 0 0 0 0

Donc les inconnues principales sont x, z, v et les inconnues libres sont y et ¢t. Les solutions sont

= —2y—t
-3t avec y,t libres.
= 0

2 w8
I

Pour trouver une base échelonnée réduite de cet espace de solutions, on pose y = 1,7 = 0 et on obtient
f1=1(-2,1,0,0,0) et de méme si on pose y = 0 et ¢t = 1, alors on obtient fo = (—1,0,—3,1,0). Alors
(f1, f2) est une base échelonnée réduite de cet espace de solutions.

Exercice 5 (Résultat a retenir). Soit A € M,,xy,(K). Soit C; la j-éme colonne de A et posons
W = Vect (C1,...,Cp) C K™. Soit ji < jo < -+ < j, les échelons dans la forme échelonnée réduite de
A. Montrer que les colonnes Cj,,Cj,,...,Cj,. forment une base de W.

(Notez que ce résultat peut étre utilisé pour trouver une base de 'image d’une application linéaire
apres avoir échelonné la matrice de I'application.)

Solution 5. Soit ¢ : K" — K™ une application linéaire dont la matrice par rapport aux bases
canoniques est la matrice A. Soit P € M,,(K) une matrice inversible telle que PA soit échelonnée
réduite. (P est le produit des matrices élémentaires utilisées dans I’échelonnage de A.) Soit ¢ : K™ —
K™ D'application linéaire bijective dont la matrice est P.

Comme PA est échelonnée réduite avec échelons j; < jo < -+ < jp, les colonnes correspon-
dantes de PA sont linéairement indépendantes ; c’est-a-dire, (¢ o ¢)(ej,), (¢ 0 ¢)(ej,), ..., (¥ 0 d)(ej,)
sont linéairement indépendants. De plus, comme 1) est bijective, ¢(ej,), d(ej,), ..., P(ej.) sont aussi
linéairement indépendants. Mais ce sont précisément les colonnes Cj,,Cj,,...,C}, . Enfin on a que
rang(A) = dimW = r, et donc Cj,, ..., C};, forment une base de W, ot W = Vect (C1,Cs,...,Cp} C

K™ et e; désigne le j-ieme vecteur de la base canonique de K™.
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